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Resumen

Con la aritmetizacién del andlisis predomina en la academia la ensefianza del célculo
desde la nocién de limite y las concepciones del continuo de Cantor y Dedekind; incluso
cuando Abraham Robinson formul6 el andlisis no estdndar en 1966, este no predomind tanto

como el “analisis estandar”.

Si bien es cierto que el andlisis que conocemos hoy en dia se puede estudiar desde las
concepciones del continuo de Cantor y Dedekind, existen distintas formas de abordarlo; por
ejemplo, se pueden considerar las caracteristicas que Charles S. Pierce atribuia al continuo
como lo son la inextensibilidad (no se reduce a puntos), la potencialidad (El continuo no esta
completamente determinado y dado), la reflexividad ('toda parte es semejante al todo’) y la
supermultitud (el continuo no es capturable por ningtin cardinal Cantoriano).

Este trabajo tiene como fin explorar el modelo 6,4 que reune las ideas de Peirce men-
cionadas anteriormente junto con algunos conceptos bdsicos del anélisis infinitesimal suave
(SIA) y el andlisis no estandar. Se explora en particular el concepto de funcién continuay al-
gunos de los teoremas cldsicos de estas funciones tales como el teorema del valor intermedio

y el teorema de Rolle.
Abstract

With the arithmetisation of analysis, the teaching of calculus from the notion of limit and
the continuum conceptions of Cantor and Dedekind predominates in academia; even when
Abraham Robinson formulated non-standard analysis in 1966, it was not as dominant as

“standard analysis”.
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While it is true that the analysis we know today can be studied from Cantor’s and Dede-
kind’s conceptions of the continuum, there are different ways of approaching it; for example,
one can consider the characteristics that Charles S. Pierce attributed to the continuum such
as inextensibility (it is not reducible to points), potentiality (the continuum is not completely
determined and given), reflexivity ('every part is similar to the whole’) and supermultitude
(the continuum is not capturable by any Cantorian cardinal).

This thesis aims to explore the 6,4 model which brings together the ideas of Peirce men-
tioned above together with some basic concepts of smooth infinitesimal analysis (SIA) and
non-standard analysis. In particular, the concept of continuous function and some of the
classical theorems of these functions such as the intermediate value theorem and Rolle’s
theorem are explored.
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Introduccion

2.1. Leibniz, Newtony los infinitesimos

Alo largo de la historia muchos matemadticos se han preguntado sobre cuestiones rela-
cionadas a la continuidad y al infinito. Algunos de ellos fueron Isaac Newton y Gottfried W.
Leibniz, que a finales del siglo XVII de forma auténoma, desarrollaron el calculo diferencial e
integral en principio para dar respuesta a algunos fenémenos fisicos relacionados con las

problemas del movimiento.

Leibniz cre6 la notacion "dx" para refererirse a la diferencia de nimeros consecutivos de
una variable x. Esta diferencia fue pensada como un valor infinitamente pequefio pero que
nunca seria cero, de forma andloga, introduce el signo de la integral [, y con esta notacion
escribe la expresion [ ydx con el fin de indicar la suma de todos los rectdngulos cuya anchura
es infinitamente pequefia y de tamafio y- dx (entiendase este producto como el drea de un

rectdngulo cuya base tiene como longitud dx y de altura y).

Por otra parte, Isaac Newton utilizé un lenguaje diferente que se podia incorporar facil-
mente en las cuestiones relacionadas con el movimiento; a x e y las llamé fluentes (cantidades
que varian en el sentido espacial o temporal) y a X e y las denominé fluxiones (velocidades

con las que fluyen y se incrementan por el movimiento generador).

En sus deducciones, Newton se da cuenta que si (x, y) es un punto de la curva definida
por una ecuacién en x e y, entonces (x + X, y + ) debe estar en la tangente a la curva, la recta

que pasa por (x, y) de pendiente X/ y, y no en la propia curva.
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Haciendo una traduccion de las notaciones, resulta ser equivalente

. dx

X = a (21)

en donde % representa el cambio de la posiciéon x con respecto al tiempo .

Asi, Leibniz y Newton se referian a los infinitesimales casi de forma simultdnea en sus
trabajos desde perspectivas diferentes y sus razonamientos fueron usados hasta el siglo XIX

por algunos matemadticos como Euler, Bernoulli, Lagrange y de L'Hopital.

2.2. Siglo XIX: Cauchy y Weierstrass

Podria decirse que la “rigorizacion” del andlisis real en el siglo XIX comenz6 con el celebre
texto Cours d'analyse de Augustin L. Cauchy, su iniciativa plante6 procedimientos para
trabajar con funciones continuas, pero también un “ideal de continuidad” proveniente
originalmente de Leibniz segun el cual las propiedades deben persistir a través de los limites.
Por otra parte, Karl Weierstrass (En alemén, Karl Theodor Wilhelm Weierstrall) present6 a
través de la definicion epsilon-delta (€ — §) la continuidad de una funcion, el limite de una
sucesion (y de una funcién) y la convergencia de sucesiones y series de funciones. Con dichas
definiciones las matematicas de la época ganaron rigor, pues se logro recontextualizar el
cédlculo diferencial e integral que ya hace varios afios habian definido Leibniz y Newton,

dejando atras los infinitésimos para dejarlo en términos de nlimeros conocidos.

2.3. Vision del analisis no estandar

Con las definiciones dadas por Cauchy y Weierstrass, los infinitesimales fueron “desecha-

dos” y reemplazados por todo el rigor que traia consigo la teoria de limites.

En 1966, el matematico polaco Abraham Robinson publicé su libro Non-Standard Analysis
con el fin de aportar el rigor que le faltaba al cdlculo infinitesimal formulado por Newton y
Leibniz. Este aporte lo realiz6 adoptando conceptos y métodos de la l16gica matematica con-
temporanea capaces de proveer un marco lo suficientemente riguroso como para desarrollar
el calculo. Gracias a las contribuciones de Robinson, los infinitesimales fueron restaurados y
consolidados en una nueva rama de las matemadticas llamada Andlisis no estdandar que permi-

te definir nuevos objetos denominados “externos” o “no estdndar” y ademads, deja construir



Capitulo 2 Universidad el Bosque

un conjunto de nimeros que extiende al de los nimeros reales (R) llamado hiperreales (*R)

de los que hablaremos mds adelante en la seccion 4.2.

2.4. Analisis infinitesimal suave: Unareformulacion del calcu-

lo en terminos de infinitesimales

En la década de 1970 se crearon nuevos desarrollos en la teoria de categorias que llevaron
a la creacion del andlisis infinitesimal suave, una rigurosa teoria axiomadtica de los infinitesi-

males nilpotentes y no puntiformes.

Hablar de andlisis infinitesimal suave nos remite directamente a la definicién de conti-
nuo; alejandonos de la idea tradicional de la teoria de conjuntos que habla de un continuo
constituido por puntos discretos, se da una nueva vision que se refiere a un continuo confor-
mado por infinitesimales. De igual modo, se ha considerado que las curvas estan compuestas
por lineas rectas infinitesimales (mds adelante nos referimos formalmente al concepto de

microrectitud).

Por otra parte, el andlisis infinitesimal suave postula que todas las funciones son conti-
nuas, afirmacién que consolida la idea de que cada funcién no puede escribirse en términos
de objetos discretos. A partir de esta idea se define con mads detalle a los infinitesimales,
objetos matemadticos que, sin coincidir necesariamente con el cero, son mdas pequefnos que
cualquier cantidad finita. Ademads, un infinitesimal nilpotente es un niimero ¢ tal que su

cuadrado es igual a cero (¢ = 0). Esto se explora con mds detalle en la seccién 4.3.

2.5. CharlesS. Peirce y el continuo

Uno de los defensores del desarrollo del andlisis por infinitésimos en el siglo XIX fue
el fil6sofo y cientifico Charles Sanders Peirce, quien tenia una visién particular respecto a
la continuidad. Dentro de sus estudios, retoma algunas nociones aristotélicas acerca del
continuo (en el sentido de que no esta formado por puntos) y se separa de las ideas que se
tenian en la época respecto a este concepto, en donde la aritmetizacién del andlisis ya se ha-

biallevado acaboy se tenia la vision de que el continuo se identificaba con los ntimeros reales.

La ideas de Pierce respecto al continuo no han recibido la atencién que merecen por parte
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de los matematicos que estudiaban la continuidad, debido a que atin se encontraban en
desarrollo para las fechas de su muerte. Algunas construcciones recientes (Vargas, 2015, 2020)
(Vargas, En preparacion) permiten desarrollar distintos aspectos del Calculo y por lo tanto

puede ser una alternativa a otros enfoques como el andlisis no estandar.

El proposito de este trabajo es profundizar en el modelo 6,4 (que sintetiza las caracte-
rizaciones de las ideas de Charles S. Pierce) con el fin de estudiar las propiedades de las

funciones continuas desde esta perspectiva.
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Estado del Arte

3.1.

3.2.

Analisis no estandar

Nombre: Non-Standard Analysis

Autor: Abraham Robinson

Institucién: University of California

Afio de publicacion: 1966

Resumen: El autor propone una nueva teoria que produjo el renacimiento de los
infinitesimales, pues reformula el cdlculo utilizando una nocién l6gicamente rigurosa
de nimeros infinitesimales. En su motivacién, Robinson considera que las ideas de
Gottfried Wilhelm Leibniz pueden ser plenamente recuperadas y que, ademas, llevan a
un enfoque novedoso del Andlisis cldsico y de muchas otras ramas de las matematicas.
Relevancia: La obra de Abraham Robinson reformula el célculo haciendo uso de una
nocion légicamente rigurosa de numeros infinitesimales. Desde esta perspectiva resulta
util para la investigacion que se quiere hacer, pues muestra por primera vez que es

posible desarrollar el andlisis recurriendo a infinitesimales de manera formal.

Célculo elemental: Un enfoque infinitesimal

Nombre: Elementary Calculus: An infinitesimal Approach

Autor: H. Jerome Keisler

Institucion: University of Wisconsin

Ao de publicaciéon: 2005

Resumen: Este libro se basa en la construcciéon que hace Abraham Robinson de los

10
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numeros hiperreales (*R), ademas define todos los conceptos del cdlculo como conti-
nuidad, derivada e integral usando infinitesimales.

= Relevancia: Este texto es una excelente guia para el trabajo que se quiere realizar,
dado que brinda las nociones necesarias para el estudio de las funciones continuas
usando infinitesimales, ademds de que muestra comparaciones importantes entre las

definiciones del analisis no estdndar y el andlisis convencional.

3.3. Un manual de analisis infinitesimal

= Nombre: A primer of infinitesimal Analysis

Autor: John L. Bell

Editorial: Cambridge University Press

Ao de publicaciéon: 2008

Resumen: En este texto el cdlculo basico se presenta mediante el uso de un concepto

sencillo, riguroso y axiométicamente formulado de 'cero-cuadrado’ o infinitesimal 'nil-
potente’ (el cuadrado de un infinitesimal se pueden establecer como cero). El empleo
sistemadtico de estos infinitesimales reduce el cdlculo diferencial a dlgebra simple y, al
mismo tiempo, restaura el uso de métodos 'infinitesimales’ que figuran en las aplica-
ciones tradicionales del cdlculo a problemas fisicos, algunos de los cuales se analizan
en este libro. Ademads el autor guia al lector agregando una introduccién histérica y
filosofica.

= Relevancia: Para el estudio de las propiedades de las funciones continuas que se quiere
realizar, es necesario recurrir a nociones basicas del analisis infinitesimal suave tales
como el concepto de microrectitud y microcancelacion, pues dichas definiciones se

utilizan en el modelo Cp,4 que tiene en cuenta las ideas peirceanas acerca del continuo.

3.4. La légica de la continuidad de Peirce: Un enfoque con-

ceptual y matematico

Nombre: Peirce’s Logic of Continuity: A Conceptual and Mathematical Approach

Autor(es): Fernando Zalamea

Institucién: Universidad Nacional de Colombia
Aiio de publicaciéon: 2012
Resumen: En este libro el autor revela y compila de manera sintética las definiciones

11
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3.5.

3.6.

del continuo dadas por Charles Sanders Peirce y las compara con otras definiciones
dadas por Cantor, Dedekind, René Thom, entre otros.

Relevancia: La obra de Zalamea brinda la oportunidad de conocer las concepciones
de Peirce frente al continuo, hecho que resulta ser muy importante al momento de
construir algunos teoremas referidos a las funciones continuas desde una perspectiva
diferente a la usual (por ejemplo considerando la idea de que los ntimeros reales no

expresan la verdadera continuidad).

Modelos y variaciones sobre las ideas peircianas del con-

tinuo

Nombre: Modelos y variaciones sobre las ideas peircianas del continuo

Autor: Francisco Vargas

Institucién: Centro de Sistemadtica Peirceana

Ao de publicaciéon: 2014

Resumen: En este trabajo el autor sintetiza las caracterizaciones de las ideas de Charles
Pierce del continuo a través del modelo Cg,4, en donde "los puntos"no son vistos como
indivisibles sino que cuentan con una estructura que es isomorfa a la recta total.
Relevancia: Este trabajo define operaciones algebraicas claves para el desarrollo de
nuevas construcciones matematicas fundamentales para el estudio que se quiere

realizar.

El continuo Peirceano

Nombre: The Peircean Continuum

Autores: Francisco Vargas, Matthew E. Moore

Editorial: Oxford University Press

Ao de publicacién: 2020

Resumen: Este trabajo se divide en dos secciones: en la primera parte se resumen las
caracteristicas definitorias de la teoria matematica en la que Peirce hizo sus mayores
avences, ademads se evidencia un modelo para esa teoria a partir de la Teoria de Con-
juntos de Zermelo-Fraenkel (ZFC), la segunda seccion es un apéndice histdrico, en el
que Moore resume brevemente los propios intentos de Peirce de poner su concepcion

en una forma rigurosa.

12
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3.7.

Relevancia: Las definiciones y los teoremas del andlisis que se exploran en la tesis se

basan en las definiciones de este trabajo.

Avances en el Continuo Peirceano

Nombre: Advances on Peirce’s Continuum

Autores: Francisco Vargas

Editorial: Oxford University Press

Ao de publicaciéon: Por publicarse

Resumen: En este trabajo se define que es una funcién en ép,4 y se refiere a las
definciones y teoremas mds importantes del anélisis junto con algunas propiedades
del célculo.

Relevancia: Este trabajo es un desarrollo de las dos publicaciones anteriores y muestra

las definiciones mds importantes para esta tesis.

13
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Marco Teorico

4.1. Los numeros reales

Para introducir a los ntimeros reales se presentan los axiomas de cuerpo y orden y el
axioma de completitud junto con el método de las Cortaduras de Dedekind, que en breves
palabras son clases de ntimeros racionales que representan la primera construccién formal

del conjunto de los nimeros reales.

A partir de los nimeros enteros positivos (N) 1,2,3,..., se puede contruir un sistema mas
amplio, los niimeros enteros (Z) y a su vez se pueden definir los niimeros racionales (Q) po-
sitivos (cocientes de enteros positivos), los negativos y el cero. Los nimeros racionales son
utilizados, a su vez, para construir los niimeros irracionales, nimeros reales tales como V2o
7, que no son racionales, es decir, no se pueden expresar como el cociente de dos nlimeros
enteros. El sistema de ntimeros reales lo constituye la unioén entre los ntimeros racionales e

irracionales y se representa como R.

Dicho conjunto satisface 10 axiomas que a su vez se clasifican en tres grupos distintos:

axiomas de cuerpo, axiomas de orden y el axioma de completitud.

4.1.1. Axiomas de cuerpo

(Apostol,2001)

Sean x, y, z € R, entonces se cumple que:

= Axioma 1. (Leyes conmutativas) x+y=y+x

14
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= Axioma 2. (Leyes asociativas) (x+ y)+z=x+(y+2)
= Axioma 3. (Leyes distributivas) x(y+z) = xy + xz

= Axioma 4. Dados dos niimeros reales cualesquiera x e y, existe un nimero z tal que
X+ z = y. Dicho ntimero z se designara como y — x; el nimero x — x se designara por 0.

Escribiremos —x en vez de 0 — x y al nimero —x lo llamaremos opuesto de x.

= Axioma 5. Existe, por lo menos un numero real x # 0. Si x e y son dos numeros reales
con x # 0, entonces existe un namero z tal que xz = y. Dicho numero z se designara
por %: el niimero 7 se designara por 1y puede demostrarse que es independiente de x.

Escribiremos x~! en vez de % si x #0yax ! lollamaremos reciproco o inverso de x.

4.1.2. Axiomas de orden

(Apostol, 2001)

= Axioma 6. Se verifica una y solo una de las relaciones x =y, x < y, x > y.
= Axioma7.Si x < y entonces paracadaz,es x+z<y+z.
= Axiomaa8. Si x>0e y >0, entonces xy > 0.

= Axioma9. Si x> y e y > z, entonces x > z.

4.1.3. Axioma de Completitud

(Apostol,2001)

= Axioma 10. Todo conjunto no vacio S de ntimeros reales que esté acotado superior-

mente admite un supremo; es decir, existe un namero real b tal que b = sup(S).

Como consecuencia de este axioma se obtiene que todo conjunto no vacio de nimeros

reales acotado inferiormente admite un infimo.

4.1.4. Cortaduras de Dedekind

Definicion. 4.1.1. Sean A y B dos conjuntos de niimeros racionales, entonces una cortadura
de Dedekind es un par ordenado (A, B) de clases que constituyen una particion de niimeros
racionales.

15
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Ejemplo 1. Sean A={xe€Q: x*<2} y B ={xeQ: x> >2}, entonces es posible definir /2
como (A, B).

Asi, se completa el conjunto de numeros reales anadiendo tantos irracionales como sea

posible.

4.1.5. Algunas definiciones y teoremas de continuidad

Definicion. 4.1.2. (Continuidad segiin A. Cauchy). [Goldblatt, 1998]. Una funcion f(x) es
continua con respecto a x entre los limites dados si entre estos limites un aumento infinitamente

pequerio de la variable produce siempre un aumento infinitamente pequerfio en f .

Definicion. 4.1.3. [Apostol, 2001, pdg 95 |. Sean (S,ds) y (T,dr) espacios métricos y sea f :
S — T una funcionde S en T. La funcion f se llama continua en un punto p de S si para cada

>0 existeund >0 tal que

dr(f(x),f(p)) <e (4.1)
siempre que dg(x, p) < 0.

Teorema 4.1.1. (Teorema de Bolzano) [Apostol, 2001, pdg 103]. Sea | real y continua en un
intervalo compacto |a, b] deR, y supongamos que f(a) y f(b) tienen signos opuestos; esto es,
supongamos que f(a) - f (b) < 0. Entonces existe, por lo menos, un punto c del intervalo abierto
(a,b) tal que f(c) =0.

Demostracién. Por definicion, supongamos que f(a) >0y f(b) <0. Sea
A={x:x€la,blyf(x) >0} 4.2)

A es no vacio, puesto que a € A, y A esta acotado por b, Sea ¢ =sup A. Entonces a< c < b.
Probaremos que f(c) =0.
Si f(c) # 0, existe una bola unidimensional B(c;d) en la que f tiene el mismo signo que
f(c). Si f(c) >0, entonces habra puntos x > ¢ en los que f(x) > 0, en contradiccion con la
definicién de c. Si f(c) <0, entonces ¢ — /2 es una cota superior para A, contradiciendose,
de nuevo, la definicién de c. Por consiguiente debemos tener f(c) =0.
0

Teorema 4.1.2. (Teorema del valor intermedio para funciones continuas) [Apostol, 2001,
pdg 106]. Supongamos que | es real y continua en un intervalo compacto S deR. Supongamos
que existen dos puntos a y b de S tales que f(a) # f(b). Entonces f toma todos los valores

comprendidos entre f(a) y f(b) en el intervalo (a, b).

16
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Demostracion. Sea k un namero comprendido entre f(a) y f(b) y apliquemos el teorema de
Bolzano a la funcién g definida en [a, b] por medio de la ecuacion g(x) = f(x) — k:

Notemos que g es continua, pues f(x) es continua y k es una constante. Ademés cumple
que g(a) = f(a) — k es menor que cero y g(b) = f(b) — k es mayor que cero. Aplicando el
teorema de Bolzano, existe c € (a, b) tal que g(c) =0, luego g(c) = f(c) — k=0, por lo tanto,
flo =k

O

Definicion. 4.1.4. [Apostol, 2001, pdg 125]. Sea | una funcion real definida en un intervalo
abierto (a, b), y supongamos que c € (a, b). Diremos que f es diferenciable en c siempre que el
limite

lm fx)—=f(o)

X—C X—C

(4.3)
exista. El limite, designado por f'(c), se llama derivada de f en c.

Teorema 4.1.3. (Teorema de Rolle) [Apostol, 2001, pdg 132]. Supongamos que f posee deri-
vada (finita o infinita) en cada uno de los puntos de un intervalo abierto (a, b), y supongamos
también que f es continua en los puntos extremos ay b. Si f (a) = f(b), entonces existe un punto

interior ¢, por lo menos, en el que f'(c) = 0.

Demostracion. Supongamos que f’ no es cero en ningtn punto de (a,b) y llegaremos a una
contradiccién. Como f es continua en un conjunto compacto, alcanza su maximo My su
minimo m en algin punto de [a,b], Ninguno de dichos valores extremos puede ser alcanzado
en un punto interior (pues en ese caso f' se anularia); por lo tanto la funcién los alcanza en
los extremos del intervalo. Como f(a) = f(b), entonces m = M, y por lo tanto f es constante
en [a, b]. Esto contradice el supuesto que f’ no es cero en ningin punto (a, b). Luego f’(c) =0

para algin c de (a, b). O
Como consecuencia de este teorema se tienen los dos siguiente teoremas:

Teorema 4.1.4. (Teorema del valor medio) [Apostol, 2001, pdg 132]. Sea f una funcién con
derivada (finita o infinita) en cada uno de los puntos de un intervalo abierto (a, b), y suponga-
mos ademds que f es continua en los extremos a y b. Entonces existe un punto c de (a, b) tal
que

fb)=fa)=f'(c)(b-a) (4.4)

Teorema 4.1.5. (Teorema del valor intermedio) [Apostol, 2001, pdg 134]. Supongamos que

f esta definida en un intervalo compacto [a, b] y que posee derivada (finita o infinita) en cada
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uno de los puntos interiores. Supongamos, ademds, que f posee derivadas laterales finitas [ (a)
y fL(b) en los puntos extremos, con f|(a) # f’(b). Entonces si c es un niimero real comprendido

entre f](a) y f’(b), existe por lo menos un punto interior x tal que f'(x) = c.

4.2. Los Hiperreales

En un nuevo resurgimiento del cédlculo infinitesimal respaldado por el matemaético
Abraham Robinson, el andlisis no estdndar se consolida como una nueva teoria en las mate-
maticas y trae consigo nuevos conceptos que darian grandes aportes al cdlculo diferencial e
integral, teniendo en cuenta nuevos terminos tales como ’'infinitamente pequefo’ o 'infinita-

mente grande’.

Definicion. 4.2.1. Sea ¢ # 0, decimos que € es infinitamente pequerio si

1
le| < . para todo n=1,2,3,... (4.5)

a partir de esta definicion, podemos definir que es un niimero infinitamente grande, to-
mando el inverso de . [Goldblatt, 1998, pg 3.

1
Definicion. 4.2.2. Seaw = —, se dice que w es infinitamente grande si
€

|lw| > n, paratodo n=1,2,3,... (4.6)

Sin embargo, en el sistema numérico real R no existen los infinitesimales no nulos ni los
nuameros infinitamente grandes. A razon de esto nace el interés de estudiar un sistema mayor
que forma un campo ordenado que denotaremos como *R que, a su vez, contiene a R como
subcampo. [Goldblatt, 1998, pag 3I.

4.2.1. Propiedades:

1. Los infinitesimales en *R son de tres tipos: positivos, negativos y el nimero real 0.
2. Los simbolos Ax, Ay, ... ylas letras griegas € y § se utilizaran para los infinitesimales.

3. Si ay b son numeros hiperreales cuya diferencia a — b es infinitesimal, decimos que a

esta infinitamente cerca de b.
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Por otra parte, retomando la presentacion de Keisler en su libro Elementary calculus
an infinitesimal approach, se utiliza la nocién de microscopio (haciendo referencia a
que los infinitesimales son infinitamente pequefios con respecto a los niimeros finitos)
y la nocién de telescopio (inidicando las cantidades infinitamente grandes) como se

muestra en la figura 4.1 y 4.2.

ey z=mry

.

100—¢ 100 100+e€

W TR EEECAR SITIIEEL LIRS Dibni il
- 1/¢ 0 104 1/¢
LETR I o S ~ S 4
Megative Finite Positive
infinite infinite

Figura 4.1: La recta hiperreal. Las partes finita e infinita de la linea hiperreal estdn separadas entre
si por una linea de puntos. (Tomado de: Elementary calculus an infinitesimal approach, H. Jerome
Keisler. 2005, Slope and Velocity: The Hyperreal Line, figure 1.4.3.)

Megative Positive
- infinite Finite infinite —

—€ D €
Infinite Infmltemmdl Infinite
telescope microscope telescope

Figura 4.2: Otra forma de representar las partes infinitas de la linea hiperreal es con un "telescopio
infinito". (Tomado de: Elementary calculus an infinitesimal approach, H. Jerome Keisler. 2005, Slope
and Velocity: The Hyperreal Line, figure 1.4.4.)
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4.3. Analisis Infinitesimal Suave (SIA)

4.3.1. Nociones basicas en SIA

A continuacion, se dan unas definiciones ttiles para poder comprender algunos concep-

tos claves del calculo diferencial en SIA.

Definicion. 4.3.1. Sea ¢ # 0 un infinitesimal, entonces decimos que es un cuadrado nulo si
€2 = 0 (Al conjunto que contiene todos los infinitesimales cuadrados nulos lo llamaremos A).
[J. Bell, 2008, pdg 9]

Definicion. 4.3.2. Microrectitud: Para cualquier curva suave Cy cualquier punto P en ella,
existe un (pequerio) segmento no degenerado de C -un microsegmento- alrededor de P que es

recto, es decir, C es micro-recta alrededor de P, []. Bell, 2008, pdg 9]

Definicion. 4.3.3. Principio de Microafinidad: Para cualquier funcion g : A — R, existe un

unico b en R tal que, para todo € en A, tenemos g(€) = g(0) + b- €. []. Bell, 2008, pdg 21]

Observacion: En el contexto de SIA se tienen los siguiente principios:

1. Aestdincluido en el intervalo [0, 0], pero es no degenerado, es decir, no es idéntico a 0.
2. Todo elemento de A es indistinguible de 0.
3. Esfalso que, para todo € en A, 0 bien € =0 o bien € # 0.

4. A satisface el Principio (universal) de micro-cancelacion, es decir, para cualquier
a,beRsie-a=¢-bparatodo € en A, entonces a = b. En particular, si € - a = 0 para
todo € en A, entonces a = 0. []. Bell, 2008, pag 22].

4.3.2. Calculo diferencial basico

Muchos de los teoremas de diferenciabilidad que tenemos para los reales son validos en

SIA al igual que algunas definiciones, veamos las mds importantes:

Definicion. 4.3.4. []. Bell, 2008, pdg 24] Para una x fija en R, se define la funcion g« : A — R
por

gx(&)=f(x+e). 4.7
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Por microafinidad existe una uinica b en R, cuya dependencia de x indicaremos denotdn-

dola como by, tal que para todo € en A,

fx+e)=gx(€)=8x0)+by-e=f(x)+by-€ (4.8)

permitiendo que x varie se obtiene entonces una funcién x — b, : R — R denotada como

f vy sellama como es habitual, la derivada de f.
fx+e)=f)+e f'(x) (4.9)

para x arbitrariaen Ry € en A, es la ecuacion fundamental del cdlculo diferencial en S. La

cantidad f(x) es la pendiente en x de la curva determinada por f, y la microcantidad

ef'(x)=fx+e) - f(x) (4.10)

es precisamente el cambio o incremento del valor de f al pasar de x a x + €.

Vemos que toda funcién f : R — R tiene una derivada. Se deduce que el proceso de
formacion de derivadas se puede iterar indefinidamente de forma que se obtengan deriva-
das superiores f", f " ... Asi, la enésima derivada £ de f se define recursivamente por la

ecuacion

O Vx+e) ="V +e- f7x) (4.11)
Definamos ahora algunas propiedades bésicas de la derivada:

Definicion. 4.3.5. Reglas de sumay escalares miiltiples: Para cualquier funcion f,g:] — R

y cualquier cenR,

f+g)'=f+¢ (4.12)

c- N =cf (4.13)

donde f + g yc- f son las funciones x — f(x) + g(x), x — c- f(x), respectivamente. []. Bell,
2008, pdg 25]

Teorema 4.3.1. Regla del producto: Para cualquier funcion f,g: ] — R, tenemos
(f-8=rg+f¢g (4.14)
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donde f - g es la funcion x — f(x)- g(x). [J. Bell, 2008, pdg 25]
Definicion. 4.3.6. Regla polinomial: Si f (x) = ayp+ a1 x + ...+ a,x", entonces

fl@=Y k-a-x*! (4.15)
k=1

En particular (cx)' = c.
[J. Bell, 2008, pdg 26]

A partir del teorema 4.3.1 podemos definir la regla del cociente:

Definicion. 4.3.7. Regla del cociente: Si g : ] — R satisface g(x) # 0 para todo x en ], entonces

para cualquier f: ] — R

(flg) =(f-g-f-ghig* (4.16)

donde f1g es la funcion x — f(x)/g(x).
[J. Bell, 2008, pdg 26]

Teorema 4.3.2. Regla de composicion de funciones: Para cualquier f,g: ] — R tenemos

(gof) =(gof)f 4.17)

donde g o f es la funcion x — g(f(x)).
[J. Bell, 2008, pdg 26]

Teorema 4.3.3. Regla de la funcion inversa: Supongamos que f : J1 — ], admite una inversa,
es decir, existe una funcion g: J, — Jy talque g(f (x)) =xy f(g(y)) = y para todo x en ], y en

J2. Entonces f y g estan relacionadas por la ecuacion

(fleg)-g'=(@gof)-f=1 (4.18)

[]. Bell, 2008, pdg 26]

Obsérvese que de esta ultima regla se deduce que la derivada de cualquier funcién que

admite una inversa no puede desaparecer en ninguna parte.
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4.4. El Continuo Peirceano

Charles Pierce atribuye al continuo ciertas caracteristicas que otros matematicos (como

Cantor y Dedekind) no consideraban:

Inextensibilidad: Peirce le otorgaba al continuo una propiedad de cardacter sintético y es que
el continuo no es reductible a puntos tltimos, es decir que por ejemplo los reales hacen parte
del continuo pero no lo expresan como tal, dicho de otra forma, se aleja de la idea 'atémica’
de que el continuo esta conformado por 'indivisibles’.

Reflexividad: Para introducir lo que significa esta propiedad, usaremos la siguiente frase: 'El
continuo se define como algo cuya parte, por pequefia que sea, tiene partes del mismo tipo’
(Peirce, 1873), que de forma sintética significa (siguiendo un principio de reflexién) que el

todo puede reflejarse en cualquiera de sus partes.

Supermultitud: Rescatando la teoria de transfinitos dada por George Cantor para referir-
se a los ordinales infinitos, Peirce dice que ningun cardinal de Cantor captura al continuo
dado que no esta formado por elementos tltimos, esto basandose en la idea de que hay
cardinales asociados a los conjuntos, pero estos estan formados por elementos (extensio-
nalidad), caracteristica que el continuo no cumple. Para Peirce, cada cardinal corresponde

auna multitud’ yla supermultitud’ se refiere a algo que trasciende la misma idea de conjunto.

Potencialidad: Segun Peirce 'la potencialidad supone que los individuos son determina-
bles en cada multitud. Es decir, son determinables como distintos. Pero no puede haber una
cualidad distintiva para cada individuo; porque estas cualidades formarian una coleccién

demasiado multitudinaria para que pudieran permanecer distintas’ (Peirce 1958, 6.185-188).

Genericidad: Para Peirce, 'continuidad y generalidad son dos nombres para la misma ausen-
cia de distincion de los individuos’ (Peirce 1958, 4.172).

En este sentido, la genericidad parece coincidir con la propiedad de inextensibilidad y el
hecho de que en un continuo supermultitudinario los individuos ya no existen, se funden
unos con otros (Vargas, 2015).

Con estas propiedades (junto con el modelo €4 (Vargas, 2021)) pueden introducirse no-

ciones algebrdicas como la suma y el producto con las cuales se pueden definir funciones.
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No obstante, haciendo una extension de los reales se pueden incorporar conceptos del
cédlculo y en ese orden de ideas, tiene sentido preguntarse por los teoremas mencionados

anteriormente.

4.5. Modelo 6p,4: Un modelo para el continuo de Charles S.

Peirce.

La construccion del modelo 6,4 realizado en (Vargas, 2015) utiliza la teoria de conjuntos

usual haciendo uso de los axiomas de Zermelo-Fraenkel y el axioma de eleccién.

En este modelo se trabaja con la clase Ord que 'contiene’ a todos los ordinales. Ten-
ga en cuenta que la clase Ord no es un conjunto, suponer lo contrario conllevaria a una

contradiccién en la teoria axiomatica de conjuntos (por ejemplo la Paradoja de Burali-Forti).

Antes de dar las siguientes definiciones es pertinente tener en cuenta la notacién que se da a

continuacion :
= x [ y:= xrestringido a y.
= —x:= opuesto de la sucesioén x, tomando la sucesién de los opuestos.
= x~ y:=concatenaciénde x e y.

= (0) = sucesion constante de longitud a cuyas componentes son todas 0.

Definicion. 4.5.1. [Vargas, 2015, pdg 143]. Para todo a € Ord \ {0}, sea (€,,<q) el conjunto

de todas las a-sucesiones reales con el orden lexicogrdfico.

Definicion. 4.5.2. [Vargas, 2015, pdag 143]. Sea (60,4, <ord) definido como:

Cora= U 6a (4.19)
aeOrd

» Para cualquier x,y € €orq, definimos x <p,q y siysolo si paraa = min(dom(x),dom(y)),

xla<qyla.

Definicion. 4.5.3. [Vargas, 2015, pdg 144]. Para x,y € €orq tenemos que xEy sii dom(y) <
dom(x)yx|[dom(y) =y.
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Definicion. 4.5.4. [Vargas, 2015, pdg 144]. Para x € €orq Sea My la ménada asociada a x, se

define como la clase de elementos y € €orq tales que yEx.

Ejemplo 2. Sea r = (ro;r1;72,...) una a-sucesion real y sea r' = (ro) una sucesion real de

longitud 1, entonces rEr’; notese que dom(r') <dom(r) yquer [ dom(r')=r [ 1={ro} =7,

Nota: La relacion E es opuesta a la relacion de pertenencia para conjuntos (€). En efecto,
si la relaciéon de pertenencia fuera equivalente a la relacion E entonces r’ € r seria lo mismo

que decir r'Er lo cual es falso.

A
\4

To

Figura 4.3: Usando un efecto similar al que se aplica en (Keisler 2005, figura 1.4.3.) para mostrar
la existencia de los infinitesimos en la recta hiperreal, se muestra para el ejemplo anterior una
representacion de la a-sucesion r, en donde r; esta dentro de r; y a su vez, ry esta dentro de ry.

El siguiente teorema demuestra la “reflexividad"del modelo:

Teorema 4.5.1. [Vargas, 2015, pdg 144] Para cualquier x € 6orq
(Mx,<o0rd,E) ={€ord,<ord, E) (4.20)

Demostracion. Sea a = dom(x). El isomorfismo se sigue del hecho que toda sucesion de
ordinales cofinal en Ord es isomorfa (considerando la relacion de orden) a esta clase. Mds
formalmente, .4 es la clase de sucesiones reales cuyo soporte es un conjunto (no una
clase propia),y cuya a-subsucesion inicial es precisamente x. Toda sucesién y € .4 se
puede escribir como y = x— )’ (usando la operacion de concatenacién de sucesiones). El

isomorfismo se sigue inmediatamente tomando la correspondencia dada por y — y'. O
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Corolario 4.5.1. [Vargas, 2015, pdg 147] Para todo x, y € €orq Se tiene
(Mx,<0ra, E) = (My,<0ra,E) (4.21)

Definicion. 4.5.5. [Vargas, 2015, pdg 147] Sean s,t € €orq con dom(s) = dom(t) = a. El

deslizamiento de s en t es la funcion o g, : €orq — €ora definida como:

xX+(t-29), dom(x)=«
Ogt = x+[(t—ys) [ Bl domx)=p<a (4.22)
x+1t-97(0) 5, dom(x)=p>a

Teorema 4.5.2. [Vargas, 2015, pdg 148] Para todo s,t € 6yrq con dom(s) = dom(t) = a, el
deslizamiento
Ost:6ora — Cord (4.23)

es un automorfismo de {(6or4,<orda, E)-

Aunque no los utilizaremos en este trabajo, es posible introducir niimeros infinitos en el

contexto de 6prq:

Definicién. 4.5.6. [Vargas, 2015, pdg 150] Para todo a, f € Ord \ {0} sea (€y.p, <q;p) definido
como el conjunto de todas las parejas ordenadas (s; s) donde s es una a-sucesion ¥ s una

B-sucesion de reales. El orden < 5 es el lexicogrdfico,

(5,8) <ap (1,1 = (s<a OV ((s=0DA (s <p 1)) (4.24)

Aqui los ordenes <, y <g son los correspondientes de 6, y €p.

4.5.1. Operaciones algebraicas en 6,4

Por otra parte, es posible definir las operaciones que se tenian en los reales tales como la

suma y el producto.

Definicion. 4.5.7. [Vargas, 2015, pdg 152] Sean s,t € €orq con a = dom(s) y p = dom(t).

Definimos la suma s + t € 6, por componentes para caday:

Sy +1ty, y<min(a,p)
(s+1)y= Sy, B<y<a; (4.25)

by, a<y<p;
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Recordemos el siguiente resultado de Cantor que nos da una manera canénica de repre-

sentar los ordinales:

Teorema 4.5.3. (Forma normal de Cantor-FNC). Todo ordinal a se puede escribir de manera
inica en la forma
wﬁ1a1+wﬁ2ag+...+wﬁkak (4.26)

dondek y ay, ..., ar. son niimeros naturalesy B, > B2 > ... > P son niimeros ordinales.

Usando esta representacion se puede definir un producto en el modelo, que genealiza la

construccién geométrica asociada a (a + b)? = a® + 2ab + b?

Definicion. 4.5.8. [Vargas,2015, pdg 152] Sean « y 3 dos ordinales representados de la si-

guiente forma segtin su FNC:

a=w"a;+w%a+...+ w%ay, (4.27)
B=wPrb+0P2by + ...+ 0P, (4.28)

Definimos el ordinal:
adf=w"c+w?c+..+0cpy (4.29)

donde los ordinalesy1,Y2, ...,y m son todos los ordinales a; y ; de las representaciones « y 5

tomados en orden creciente y sin repeticiones, y los naturales c,, estdn definidos por:

ai+bj, ypn=a;=p;
Cp= a;, Yn=a; (4.30)
bj, Yn=PBj
Definicion. 4.5.9. [Vargas, 2015, pdg 153] Sean s,t € €prq con @ = dom(s) y p = dom(t).

Definimos el producto p = s® t € €orq por componentes para caday < a & f:

py= Y. Solp (4.31)

oeT=y
o<a

<f
Notese que el producto p = s @ t pertence a 6p,4 porque efectivamente cada py es un

numero real.

27



Capitulo 4 Universidad el Bosque

Ejemplo 3. Considerer = (ry,11,12) ¥ S = (o, S1) entonces

ros=(ro-So,7o*S1+7r1-So,12-So+711°51,72"51) (4.32)

Se puede observar que al definir la operacién de potenciacién, se tiene que al elevar
a distintas potencias se consiguen distintos grados de infinitesimos. Es decir, dado € un

2> e3> ... donde la relacién a > b indica que b es infinitésimo

infinitesimal se tiene € > ¢
para a.
Esto ultimo es evidente dado que al multiplicar un infinitésimo por otro se consigue un

infinitésimo mucho més pequeno.

Teorema 4.5.4. [Vargas, 2015, pdg 154] Sean s, t, u € 6orq. Entonces

SO(t+u)=sot+sou. (4.33)

Demostracién. Tomemos a, s, t,u € €prq con dom(s) = a,dom(t) = fpy dom(u) = 9, sin

perdida de generalidad podemos suponer que 8 = 6. Consideremos las sucesiones

a=so0(t+u) (4.34)

b=sot+sou (4.35)

y veamos que ay, = by paratodoy < a & .
Sea

ay= Y sg-(t+u)r (4.36)

oeT=Yy
o<a

<f
Dado que y < § entonces por la definicién de suma entre sucesiones esta expresion se

convierte en:

ay= Y Sg-(tr+1Uy) (4.37)

oeT=Yy
o<a

T<f
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Por distributividad entre reales y propiedades de las sumatorias obtenemos finalmente:

ay= ) Solr+So-Ur= Y Sglr+ Y Sg-Ur= Y. Sglr+ Y, Sg-Ur (4.38)

oeT=Yy ogeT=Y oeT=Y oeT=Yy oeT=Y
o<a o<a o<a o<a o<a
T<f 7<f T<f 7<f 7<6
Pero esta ultima expresion es precisamente (s-t+s- Uy = by. O

Dadas las propiedades anteriores, mediante el paso de clases de equivalencia se obtiene

una estructura de anillo (Vargas, 2015).

Realizando una inspeccion en los axiomas de los nimeros reales, es posible notar que en
%orq NO siempre se puede comparar una sucesion con otra mediante las relaciones usuales

menor (<), mayor (>) e igual (=):

Ejemplo 4. Seanr = (ro,1r1) yr' = (r},r]) dos sucesiones en €o,q representadas en la figura
3.4,

g 'y

. . sz ; _ I — (3! 4/
Figura 4.4: Comparacion de las sucesiones r = (ro, 1) y 1’ = (1, 7).

Es posible establecer una relacion de orden entre los términos ry y r; de la sucesion r,
y ry y r; de la sucesién r’. Sin embargo, si tomamos las sucesiones r = (ro, r1,...) y ' = (rg)
del ejemplo 2, no es posible compararlas bajo las relaciones menor (<), mayor (>) e igual (=)
dado que rEr’.

En este orden de ideas, el modelo 6,4 no cumple el axioma 6 de los nimeros reales (ver

seccion 4.1.2.2).
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Por otra parte, daremos las siguientes definiciones que nos serdn ttiles en el capitulo 5

para poder postular el Teorema del valor intermedio para funciones continuas en 6,:

Definicién. 4.5.10. Dadas dos sucesiones s,t € 6,, con s <, t, entonces el conjunto (s, t) se
define como (s, t) = {X € €, : S<qX<qt}. Dicho conjunto recibe el nombre de intervalo abierto

en 6y,.

Definicion. 4.5.11. Dadas dos sucesiones s,t € 6y, con s <4 t, entonces el conjunto [s, t] se
define como [s,t] = {X € € : § <q X <4 t}. Dicho conjunto recibe el nombre de intervalo cerrado

en6ord.

4.6. Construccion del plano en 6,4

En (Vargas,En preparacion) se estudia la existencia de tres formas posibles para definir un

continuo A-dimensional y para dar estas construcciones nos limitamos al caso bidimensional:

1. Haciendo una construccion andloga a la realizada en 6,4, utilizamos ahora elementos
de R? en vez de utilizar elementos de R. Para entender mejor esta definicién visualice
las figuras 5.1 y 5.2; en primera instancia tenemos una primera aproximacion al plano
R?, después es posible observar que cada “punto“ de R? tiene en su interior una copia

entera de R? y asi sucesivamente segtin el caso.

2. Por otra parte, es posible construir el conjunto de pares de elemento en 6, es decir

(€n)? = €a x Gy, para luego tomar la unién de estos.

3. En ultima instancia, se pueden tomar todos los posibles pares ordenados de 6,4, €s
decir (60ra)* = 6ora x €ora-

Con base a estas construcciones se puede estipular el siguiente teorema:

Teorema 4.6.1. [Vargas, en preparacion]. Las siguientes construcciones son isomorfas:

1. <Ua€0rd (Rz)» E>
2. <Ua€Ord (Cga)z; E>

3. {(6ora)* E)
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Funciones generalizadas en 6,

A partir de las definiciones anteriores es posible construir funciones tal y como se hace
para los numeros reales, ademas, se puede establecer la continuidad de las mismas por

componentes:

Definicion. 5.0.1. Sea s € 6<g, definimos una funcion en 6o,q como la relacion

C<p — Cord

(5.1)
s = f(
Ejemplo 5. Sean s = (g, s1) y f(s) =25 € 6>, entonces
f(s)=25=2(s0,81) = (250,281) = ¢ (5.2)

Ry

25, (51,251)

51

v
&=

Figura 5.1: Gréfica de f(s) (Ejemplo 5)
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Ejemplo 6. Sea s = (sg, s1,...) y f(s) = s% € €,, entonces

fs)= s$=sos= (S0, S1,...) © (S0, S1,...) = (S * Sg, S0 * S1 + S1* S0y ...) = (302,230 - S1,...) =1t (5.3)

(51, 25051)

$1 R

Sp '

Figura 5.2: Gréfica de f(s) (Ejemplo 6)

Se puede ver que se tiene la micro-rectitud que se mencionaba en SIA (ver seccién 4.3.1)
y, asi mismo, se mantienen las caracteristicas que Charles S. Peirce le atribuia al continuo

(ver capitulo 4.4).

5.1. Coherencia, Estratificacion y Continuidad:

Es posible generalizar y refinar la definicién de continuidad de Cauchy mencionada
en 4.1.2 teniendo en cuenta los distintos grados de infinitesimales. Asi, los distintos micro
niveles solo afectan a sus propios niveles o a los inferiores. Para visualizar mejor esta idea, se

formalizaré extendiendo el principio de Cauchy:

Definicioén. 5.1.1. [Vargas, por publicar]. f : €. — 60,4 es coherente siy solo si para todo
S € G<p, Si t € Ms N C<p entonces f(t) € My . En otras palabras, si sEt entonces f(s)Ef(1).
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Definicion. 5.1.2. [Vargas, por publicar]. [ : €3 — €orq es estratificada si y solo si, dado

S € €<p, es de la forma

F8) = f (5158255 a5 --)) = (f1(51); f2(82); .05 fa(SA) A<ars ---) (5.4)

Ejemplo 7. Las funciones de los ejemplos 5 y 6 son coherentes y estratificadas:

En el ejemplo 5 f(s) = (2s9;251) es una funcion estratificada dado que su imagen en la
componente 1 no depende de la componente 2. Ademdis, f(s) es coherente porque para todo
kE.ﬂsﬂng, f(k) E./%f(s).

Por otra parte, la funcion f(s) = (502,250 - 51,...) enunciada en el ejemplo 6 es una funcion
estratificada porque su imagen en la componente A < a no depende de niveles infinitesimales

superiores. Igualmente, f (s) es coherente porque para todo m € MsN\ €y, f(m) € My ).

Ejemplo 8. La funcion f : 63 — €65 definida como f(s) = f((So; $1;52)) = (S0 + S1 + $2;0;0) no
es estratificada, pues su imagen en la primera componente depende de la segunda y la tercera

componente.

Definicion. 5.1.3. [Vargas, por publicar]. | : €<g — €ora es a-continua en s € 6y, si para
todo € € 6, positivo, hay un d € €, positivo tal que|s—t| < 6 entonces|f(s)— f(t)| <e. Sediria
que f es a-continua, siy solo si es continua para todo s € €. Se dird que [ es continua, siy
solo si es a-continua para todo a < .

De las definiciones anteriores se deduce que toda funcién continua es coherente.

Ejemplo 9. La funcién

0;1) si §>0
f(s1;82) =14 (0;0) si s =0 (5.5)
(1;0) si <0

no es continua para a = 1 pero si lo es para a = 2, por lo tanto f(s) no es continua.

Ejemplo 10. Las funciones del ejemplo 7 son continuas.
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Ry
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Figura 5.3: Gréfica de f(s) (Ejemplo 9)

5.2. Microrectitud

Como se expuso en la definicién 4.3.2, la microrectitud se refiere de manera informal a
que lo que es usualmente conocido como punto realmente es una linea recta a nivel infini-
tesimal: este concepto serd fundamental para entender las definicién de derivada para el

calculo diferencial en €.

En particular, para el modelo 6(,, se tienen varios niveles de microrrectitud; se puede

abordar mejor esta idea con la siguiente definicion:

Definicion. 5.2.1. [Vargas, Por publicar]. Considere una funcion f : €<g — €orq para algin
ordinal . Para un ordinal a < f diremos que f es micro-recta en el nivel a +1 (o a + 1-MS
por su sigla en inglés micro-straightness) si la funcion f = f |Cysr : Ca+1 — Corq es lineal en

funcion de la a + 1-ésima componente, es decir, para ry, ..., T fijos, entonces

15 Tas Tas1) = (P15 7)) oo fa (115 05 T)); far1 (1505 70));..) donde foi1 (115 Ta)) =
arq+1+b conayb que dependen solo de (ry, ..., Tq).
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5.3. Calculo diferencial

Para una funcién f de la forma f : €<2 — 6ora, la derivada f’'(x) se define como la

pendiente de la funcién lineal proporcionada por la microrrecta.

Ejemplo 11. Considere f : 6> — 6€orq tal que

f(8) = f((s1;82) = (fi(s1); fo((51;82);...) = (f(s1);a-s2+ b;...) (5.6)

con a, b € R entonces f'(s)) = a.

Ejemplo 12. La funcion del ejemplo 9 es diferenciable a pesar de que no es continua, pues

para cada real se tiene una microrecta.

Gracias al ejemplo 9 es posible observar que si una funcion f es diferenciable en un punto,
no necesariamente debe ser continua en dicho punto. Esto difiere con las definiciones que se
tenian en el andlisis cldsico porque una caracteristica que se tenia en el mismo era que toda
funcién diferenciable era continua.

Por otra parte, se cumplen las reglas de derivacion que se tienen en £ y se enuncian en el

siguiente teorema:

Teorema 5.3.1. [Vargas, Por publicar]. Sean f : 6 — €orq y § : 6<p — €ora dos funciones

diferenciables. Entonces tenemos las siguientes reglas:

L (f+g'=f"+¢g

2. (c-f=c-f

3 (f-9=fg+f¢g
o (-

5 (fog) =(gof)-f
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Teoremas de continuidad en 6, 4

6.1. Teoremadel valorintermedio para funciones a-continuas:

Partiendo del teorema del valor intermedio para funciones continuas en R seria natural

pensar que se tiene el siguiente enunciado:

Enunciado 6.1.1. Supongamos que f : €<p — €ora es a-continua en un intervalo cerrado
I de €,. Supongamos que existen dos sucesiones s y t en I tales que dom(s) = dom(t) = «
y f(s) # f(t). Entonces f toma todos los valores de €, comprendidos entre f(s) y f(t) en el

intervalo (s, t).

Sin embargo no se tiene en general para sucesiones arbitrarias sy ¢. Veamos el siguiente

contra ejemplo:

Ejemplo 13. Sea f(s): 6<2 — 6> definida en 6, como

f)=f(s1) =8 (6.1)
y en 6, como
;1 ] =
fls) = {(Sl )5t a=0 6.2)
(s1;2) si s <0

la funcion es continua porque en ambos niveles (o« = 1 y a = 2) es continua. Por otra parte,
sean s = (=7;10) y t = (5;3) luego f(s) = (=7;2) y f(¥) = (5;1) . Sin embargo, no existe ninguna
sucesion m = (my; mp) € (s, t) tal que 1 < f(my) < 2. Por ejemplo el valor (3;3/2) estd entre f(s)
y f(t) y sin embargo no tiene una pre-imagen, luego f no cumple el enunciado postulado

anteriormente.
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R a

Figura 6.1: Gréfica de f(s) (Ejemplo 13)

Sin embargo, es posible establecer una version del teorema reduciendo el problema a

monadas y no a intervalos:

Teorema 6.1.1. (Teorema del valor intermedio para funciones continuas en 6o, ). Sea f :
G<p — Gora. Sean s y t tales que para todo A < a, sy = ty y Sq # tq y Supongamos que f es
a-continua en el intervalo cerrado [s, t]. Entonces f toma todos los valores en €, comprendidos
entre f(sq) y f(ta).

Demostracion. Para mostrar este teorema podemos usar el teorema del valor intermedio
para funciones continuas en R (Si consideramos el caso a = 1 el resultado es inmediato).
Dado que sy = 13, f depende unicamente de la a-ésima componente, por lo tanto f se puede
ver como una funcién real en el intervalo [s, t] y se puede aplicar el teorema 4.1.2.

O

6.2. Teorema de Rolle

El teorema de Rolle que conocemos del andlisis real clasico (ver teorema 4.1.3) no se
cumple en 6,4, asumiendo la definicion de derivada que tenemos para el modelo; esto se

puede evidenciar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 14. La funcion f : C5 — 65 definida como

F(8) = F((S0; 51; 52 53; 54)) = (=(50)* + 1; 51; S2; 53; S4) (6.3)
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Capitulo 6
no cumple el teorema de Rolle que se plantea en el andlisis real cldsico, pues de acuerdo
con la definicion de derivada dada en 5.3, la primera derivada de f (s) es igual al para todo
§ € 6<p, demanera quesi f (k) = f(t) paraalgun k, t € €, no existe ninguna sucesion u € (k, t)

tal que f'(u) = 0.

R

1
/\ R

A

v
=

Sg°+1e

$1

v

Figura 6.2: Gréfica de f(s) (Ejemplo 14)

A pesar de que para algunas funciones no se cumple el teorema de Rolle, para las funcio-
nes elementales tales como los polinomios si es vdlido. Veamos como ilustracion el siguiente

ejemplo con el polinomio p(x) = x> + x% + 1:

Ejemplo 15. Sea f : 6, — 6> definida como
(6.4)

F(8) = (503 51)° + (50; 51)% + (1;0) = (50%;25051) © (S0 51) + (5075 28051) + (1;0) =

(503;380281) + (802 +1;25081) = (803 + 502 +1; 350251 +25081) = (so3 + 502 +1; (3302 +250)s1) (6.5)

en el intervalo [s, t] con s = (=1;0) y t = (0; —1). Por otra parte, obsérvese que f es micro-

recta en la segunda componente y que por lo tanto su derivada corresponde al coeficiente
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de s1 en la segunda componente, es decir 3sy> + 2sy. Esto corresponde al resultado que se
obtiene usualmente en el cdlculo usando otros métodos, o sea f'(x) = 3x> +2x. Veamos que si
se cumplen las hipotesis:

1. fescontinua en [s, t] porque para todo k € [s, t] es 1-continua y 2-continua.

2. fesderivable para todo k € (s, t).
3. f(8)=f((-=1;0)) = (1;0) = f((0;-1)) = f(¢)

Para ver que se cumple el teorema debemos buscar un c € (—1,0) tal que f'(c) = 0. En efecto,
seac=—-2/3 € (~1,0) entonces f'(c) = f'(—2/3) =3(~2/3)?s; +2(-2/3)s; = 051 = 0.
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Conclusiones

Con base en lo desarrollado en los capitulos anteriores se puede concluir que existen
distintas alternativas para estudiar el cdlculo, una de ellas es el modelo 6,4 que rescata las
ideas Peirceanas del continuo junto con algunas nociones del andlisis infinitesimal suave y el

analisis no estandar.

Algunos teoremas del andlisis real para funciones continuas tales como el teorema de Rolle
no son compatibles en el modelo 6,4, por lo tanto es necesario hacer nuevas formulaciones
para los teoremas que no se preserven en el modelo tal y como se hizo para el Teorema del

valor intermedio para funciones continuas.

Por otra parte, se presentan los siguientes problemas abiertos para que en trabajos pos-

teriores se les pueda dar solucion:

1. ;Como se puede interpretar de forma geométrica la n-ésima componente de una

funcién de @ componentes (a = 3) en €p4?

2. ;Existen versiones més generales del teorema de Rolle en 6,4 més alld de las funciones

elementales?

3. ;En que contextos se puede aplicar el modelo 6,4 para abordar conceptos relaciona-

dos con la continuidad en las ciencias naturales?
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